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𝑟を正の実数とする．数列{𝑎𝑛}を 

𝑎𝑛 = ∫ 𝑒−𝑟𝑥|sin 𝑥|
𝑛𝜋

0

𝑑𝑥 (𝑛 = 1，2，3 … ) 

と定めるとき，次の問いに答えよ． 

(1) 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛を求めよ． 

(2) {𝑎𝑛}の一般項を求めよ． 

(3) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛を 𝑟 を用いて表せ． 

(4) (3)で求めた𝑟の式を𝑓(𝑟)とおく． lim
𝑟→+0

𝑟𝑓(𝑟)を求めよ． 

 

𝑥 = 𝐴 sin(𝜔𝑡 + 𝛼) ， …①  

で表される運動は，𝑥 = −𝐴から𝑥 = 𝐴までの間を往復を繰り返す単振動である．単振動がみられる一例

を挙げる．ばねの一端を固定し，他端におもりをつるすときいくらか伸びて，つりあったとする（こ

の位置を原点とする）．これをもっと下に引っ張って放すとおもりは単振動を行なう． 

 次に，単振動を行なう質点に速度に比例した抵抗 −𝛾𝑑𝑥/𝑑𝑡 (𝛾 < √4𝑘𝑚 とする)を受けるときを考え

る．質点の質量を𝑚，つりあいの位置でのばねの張力を𝑆0とすると，運動方程式は， 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑚𝑔 − (𝑆0 + 𝑘𝑥) − 𝛾

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 ， 

となる．ここで，𝑆0 = 𝑚𝑔であり，さらに𝜇 = 𝛾/2𝑚，ω = √𝑘/𝑚とおくと， 

𝑑2𝑥

𝑑2𝑡
+ 2𝜇

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜔2𝑥 = 0 . 

これを解くと， 

𝑥 = 𝐴𝑒−𝜇𝑡 sin (√𝜔2 − 𝜇2 𝑡 + 𝛼)  ． …② 

𝑥(𝑡)は減衰振動関数であり、曲線は𝑥 = 𝐴𝑒−𝜇𝑡と𝑥 = −𝐴𝑒−𝜇𝑡の２つの曲線の間を振動し，𝑥(𝑡)の振れの

幅は時間とともに次第に小さくなる．これは，単振動を表す関数①に振れの幅が時間とともに減少す

るという状態を表現するために，𝑒−𝜇𝑡を掛けた関数であるとみることができる． 

 次に，質点の速度𝑣は， 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐵𝑒−𝜇𝑡 sin (√𝜔0

2 − 𝜇2 𝑡 + 𝛽)  ， 

となり，②と同一関数形になる．同様に，加速度も同様の関数形になる．これから，減衰振動関数が

与えられたとき，時刻𝑡における質点の位置を表す関数と解釈できるし，速度または加速度を表す関数

とも解釈できる． 

 2015 年熊本大学医学部の入試問題に話しを戻す．被積分関数 

𝑒−𝑟𝑥|sin 𝑥| = |𝑒−𝑟𝑥 sin 𝑥|， 

の絶対値の中身𝑒−𝑟𝑥 sin 𝑥（𝑥を時間とみる）は②の減衰振動関数である．例えば，ばねの一端を固



定し，他端におもりをつるしたときの質点に，速さに比例する抵抗が作用するときの運動を表し

ている関数であることが分かる．絶対値の中身𝑒−𝑟𝑥 sin 𝑥を質点の速度𝑣(𝑥)を表す関数とすると，被

積分関数は時刻𝑥における質点の速さを表す関数である．これより，時刻における位置は， 

𝐶𝑒−𝑟𝑥 sin(𝑥 + 𝛾)， 

であり，𝑟は減衰定数と解釈できる．また，𝑟 < 𝜔である．ここで，𝜔は角振動数であり，質点の

質量𝑚，ばね定数𝑘により定まる． 

数列{𝑎𝑛}は， 

𝑎𝑛 = ∫ |𝑣(𝑥)|
𝑛𝜋

0

𝑑𝑥 ， 

と表せ，時刻0から𝑛𝜋の間に質点が動く道のりと解釈できる．また，(3)の極限は， 

∫ |𝑣(𝑥)|
∞

0

𝑑𝑥 ， …③ 

と表すことができ，時刻0から十分に時間が経過しているときの質点が動く道のりは，③に限り

なく近づくと解釈できる．この極限値を𝑓(𝑟)とする． 

 𝑓(𝑟)をグラフに表すと，図１のようになる． 

 

 

図1 「減衰定数と道のりの関係」 

 

𝑟を十分小さくすると，質点の運動は単振動に限りなく近づき，𝑓(𝑟)は十分大きな値になる．(4)

より， 

lim
𝑟→+0

𝑟𝑓(𝑟)， 

が0以外の有限確定を示すことにより， 

𝑓(𝑟)~
1

𝑟
  (𝑟 → +0)， 

であることが分かる． 

生徒に図１を見せ，𝑟 → +0の𝑓(𝑟)の振る舞いを考える意義を考えさせたい． 


